
�������� � ���� 	 	

���� ������

���� ���� �� ������ � ������� �� �� ��� ��� ����� ��� �� � ������ �� � �����
� !��� �� ��"��� �� ������ # ���� �� ����� �� ��� ���� �� ��! � ��$% &��� �� ���������
��!� �� ��� ��������� �������� '���� ��� (����� ��� # ��� )���"����� �����*�� ��� ���
+�� ,��� ����-���. ��� ���� ���� ��!� �� ����� "��" ������ %

/ 012 345678 926 45: ;<28=<59>< ?9 68<45@A2 82B <9C
<62:

���� ���� �� ������� ��� (����� ��� D �$ �������* � ��� ���  ��� �����+�� EF G HI ���� ������+��$ �������* ��� ! ����� ����� �� ��$ �����+��� �� ��� % J���+�� # ����� ��
������� ��$ ������ D % K*��� # �� � ��� ����� � ��� ��� DL M EF G HI % &��� ��! � # �� � ���
������ D N �$

O ��������* DL �$ � ������ �� HPQ #
O ��������* DL �$ � ������ �� HPQ ��� ����������* �� �� ��� ��*�� �$ RPQ #
O ��� ������* D N � � ���  ���� �� ����� ��� ���� %

S���� �� � "��� �� �� ���� "������ %

TUT N

DV

DU

D N

DL

W� *������ �� ��+� ��� ������ ��* �"������� �� ��� �""�$ �� ��$ ��� X Y Z [
O ������� X �$ � ������ �� HPQ
O ������� X �$ � ������ �� HPQ ��� ��������� �� ��� ��*�� �$ RPQ
O ��"���� X � ��� ���  ���� �� ����� ��� ���� %
H% )��� ���� ���� ����" � ������� ��� ��! � D N G DU G DV G \ \ \ �� ��� �������� "������

�� ������ ��� � ���� ���� %



R % � ��� ��"" ��� �� $� ����� � ��� � "���� '��$ ��� "���� F. ������� �� ���
 ��� �����+�� EF G HI� � ��� ��� ���� ��+���� ���������� �� ���� ��������* ���
����������* "������ �������* � ��� F %

Q % � ��� ��""��� �� ��� (����� ��� �� $� �""�$ � ���" �� ���� ����" ��� % &���� ��� ��� ��������! ������ T N G TU ���! ��� ���� ���� Z �� ������ �� ����
����" � % ��! ��$# T N �������� �$ � ������ �� HPQ ����� T U �������� �$ � ������ ��
HPQ ��� ���������� �� ��� ��*�� �$ RPQ % (�� $� � ���� ����� ��������! ������
�� ���! � �� � ���� ���������� ��� %  ����� ���� �� � M � �� � � F ��� �� � M 	� �� � 
 F % � �+�� ��� � !���� �
��� �� # ���� ��� $� ��$ ��� � �T N '� . 	 T N '�� . � �� ��!"���� �� �� 	 �� �� J��
��� � �TU '� . 	 TU '�� . � ��!"���� �� �� 	 �� ��� ��� �� ��+� �� �� ���� ��� ��� ��� $� *�� ���� $�  �� ���� ����" � �������*

� ��� � "���� ����� � ��� ���� ��� (����� ��� �� �� �� ������ % W����� # $� ��� �����
� ��� ��$ ���� � � ���� ��� ��� ������ ��� (����� ��� � ��� ���� ����" � % &�� ���
��������! ������ ���

T N '� . M H
Q � TU '� . M H

Q � � R
Q \� ����+�� # �T N '� . 	 T N '�� . � M H

Q �� 	 �� � �TU '� . 	 TU '�� . � M H
Q �� 	 �� �\

&�� �!"������ ����* �� ���� ���� �� ��� ��������! ������ T N ��� TU ������ ���������
�$ ��! � �� �� �!� �� %�� ��� ������ )���"����� �� �����*�� � � ��� � ��! ���� ��������* ��� ����������*
"������ % J��� �� � "��� �� �� ��� ���� ��+���� ���������� �� �������* � %

�L � N �U �V
&��� ��! � �� � ��� ��+� ����� ��������! ������ ������� �� ��� % K �� ����� ���������

!������ T N G TU G TV ! �" ��� "���� Z U �� ������ % &�� ���� ��������! ����� �� �  �����!
��������* �$ � ������ �� HPR % �� ��� � ���� ���� ��������! ����� ��

T N � � �� �� M H
R � �� � M � � HPR

F � � � � F
HPR � \

&�� ������ ��������! ����� �� �  �����! ��������* �$ � ������ �� HPR �������� �$ �
����������� �� ��� ��*�� �$ HPR % �� ��� � ���� ��� ������ ��������! ����� ��

TU � � �� �� M H
R � �� � � � HPR

F � M � � HPR
F � � � � F

HPR � � � HPR
F � \



&�� ����� ��������! ����� �� �  �����! ��������* �$ � ������ �� HPR �������� �$ �
����������� �� ��� ��*�� �$ HP� ���  " �$ HPR % �� ��� � ���� ��� ����� ��������! ��
���� ��

TV � � �� �� M H
R � �� � � � HP�

HPR � M � � HPR
F � � � � F

HPR � � � HP�
HPR � \

K*��� # � � ����" � �� �� ��"���� � ��� X � ��� ���  ���� T N 'X . � TU 'X . � TU 'X .% � 
��� ����� �� ����� ��������! ������ �� ��� ������ ��* ��$% ��� �������� # TU ����� ���� �� �� ��� ���� �������� �� �$ � ������ �� HPR ��� ���� ���������� �� �� ��� ��*�� �$
HPR % )�! �����$# T U ����� ��� � �� �� ��� ���� �������� �� �$ � ������ �� HPR ��� ����
���������� �� �� ��� ��*�� �$ HPR %

H% � ��� ��� ���� ��+���� ���������� �� ���� ����" � �� $� ����� � ��� �� �� ��������
�����*�� # �  ��� �� ��� ��� �  ��� ������ % �� $� ������ � "�������

R % � ��� ��""��� �� ��� )���"����� �����*�� ���� $� �""�$ � ���" �� ���� ����" ��
Q % � �+�� ��� "����� �� ��� "���� � M � �� � ��� � M � ���� � # ���� ��� $� ��$

��� � ��� �������� � ������ T N '� . ��� T N '� . �� ��!"���� �� ��� ��������
� ������ � ��� � � K����� ��� ��! � � ������ ��� T U ��� TV %

� ��� �� ��+� �� �� ���� $� ����$� ������ )���"����� �� �����*�� � ��� ����
����" � # �� !����� �� $� ����� � ��� � �����*�� # �� ��� # ������ �� ��! � ����� �� ����
���"� % � ����+�� # ��� ��������! ������ T N G TU G TV �*��� �������� �������� '���� ��! �
�$ � ������ �� HPR. %

� ;7� 2 68459�78� 46<759 7 � 612 =A452 � 829	4A<5@9
45: 68459A46<759

��� �� ���� � ������ ���� �� ��� ��������! ������ �� ��� "���� �� ���  ���* % �����
���� ���  ��� �� ��� �� ��� ��� �� " ����� � �� � �� ��� "���� � �� ���� F 
 � 
 H
��� F 
 � 
 H% �� � ��� ������ ���  ��� �� ��� �$ � % W� ��� ��� "��� ��� �� ��� ����
� ���� # ��� ���*� �� ��� �� ���  ��� �� ��� % &�� �! ����� ������*��� ��� ��� �! �*�� ��
���  ��� �� ���  ���� T N G TU G TV � T N '� . �� ����$� ��� ����� ���� ���� �! �*� # TU '� .
�� ��� ����� ��*�� ���� �! �*� # ��� TV '� . �� ��� ��" �! �*� %

S���� �� � "��� �� �� ��� �! �*� �� ���  ��� �� ��� �  ���� ��� ����� �� ���
��������! ������ T N G T U G T V ��  ��� �� � ��� )���"���� �� �����*�� %



fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sierpinski triangle

J���+�� # �� �� �� ��+� !��� � ! ������ ��� ���������� ��� ��" �� ��� ��� ���
�� ��� ��*�� % &��� ��� "��� �� �� ��� �! �*� �� ���  ��� �� ���  ���� ��� �����
��������! ������ �� �� ���� ���� ���� "��� �� %

fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Variation1

K����������$# �� �� �� ������� �+��$����* �$ � ������ �� HP� ������� �� � ������
�� HPR % &��� ��� "��� �� �� ��� �! �*� �� ���  ��� �� ���  ���� ��� ����� ���������
!������ �� �� ���� ���� ���� "��� �� %

fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Variation 2

�+�� ����� # ��� ��������*� �� �� � � �$ � ������ �� HPR �� ��� +������� � ����������� �$ � ������ �� HP� �� ��� ���������� ���������� % &��� ��� "��� �� �� ��� �! �*�
�� ���  ��� �� ���  ���� ��� ����� ��������! ������ �� �� �� �� ���� ���� "��� �� %



fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Variation 3

H% (�� $� ��� ���! ��� ��� ��� ��� ��������! ������ �� ���� �� ����� ������
R % (�� $� !���  " � ��� ��! ���� ��������! ������ �� $� � ��� ��� � ���� ����

����� ���! ����
Q % (�� $� � ���� ���� ��� ���! �� ��� � *������ ����������� # ��$ �� ��� ��*�� �$

� ���  " �$ � �� % (�� $� � ���� ���� ��� ���! �� ��� � *������ ��������* # ��$ �$ � �� ���
���������� ��������� ��� �$ � �� ��� +������� � ���������� % (�� $� ��!���� ����� ��� ��������! ������� � ��� �� ��� ���! �� ��� ����
��������* �$ � �� ��� ���������� ��������� ��� � �� ��� +������� ��������� # ������� ����������* �$ � �� ��� ��*�� ��� �$ �  "�

J��� ��� ��! � !��� "��� ��� �� ��������! ������ �� ��� �� � ��� ��������*� ���
������������ ��� ��� �������� ���$ *������� % )�� �� $� ��� ��� ��� ���! ��� ���
��� ��� ��������! ������ � ���� % &��� ��$ �� ! ���  " ��!� ��������! ������ �� $� �
��� %

fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

checkerboard



fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

diamond

fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

5-fold crystal

� 08459�78� <5@ <5 612 =A452

����� ���� ��� �� ��� ��������! ������ ��  ��� �� ! ��� ��� (����� ��� ��
T '� . M H

Q � � R
Q \

&�� "��� �� � ���� ������� �� ��� T ��������! � ��� ���� � �� ���� �������� �$ � ������
�� HPQ ��� ���� ���������� �� ��� ��*�� �$ RPQ %

first rescale by 1/3 then translate by 2/3

000

�� ��+� ���� ���� ���� �� ��� � ���� � ��!�������� �� ������������ ��� ��������*�
�� ��� "���� �� ��� ���!

T ' � �� � . M � � �
F � � � � F

� � � � �
� � \

&��� ��������! ����� �������� �$ � ������ �� � �� ��� ���������� ��������� ��� �$ �
�� ��� +������� � �������� � �� ���� ���������� �� ��� ��*�� �$ � ���  " �$ � %



��� �� ���� !��� ������$ �� ��� ��������! �����

T ' � �� � . M � � HPR
F � � � � F

HPR � � � HP�
HPR � \

&��� ��� ��� ����� ��������! ����� ��  ��� �� ! ��� )���"����� �� �����*�� % &�� �! �*�
�� ��� ���� ��  ���� T �� ��� ��� �� "�����

� � HPR
F � � � HP�

HPR � \

&��� �� ������� ���������� ���� % &�� ��������! ����� ���! ��� ���� �� �� ���� �����
������ ���� ���� �������� �$ � ������ �� HPR ��� ���� ���������� �� ��� ��*�� �$ HP�
���  " �$ HPR % )�! �����$# ��� �! �*� �� ��� ���� ��  ���� T �� ��� ��� �� "�����

� � F
HPR � � � HP�

HPR � \

&��� �� ������� +������� ���� % &�� ��������! ����� ���! ��� � ��� �� �� ���� +����������� ���� �������� �$ � ������ �� HPR ��� ���� ���������� �� ��� ��*�� �$ HP� ���  "
�$ HPR %

W� ! �*�� � �  ��� � �� ������ ���� �� ��� � ������� � ���� ���� ��� ��� "����� ���
��������! �����

T ' � �� � . M � � RP�
F � � � � F

RP� � � � QP�
RP� � G

� � ������ ���� ��� � ������� ��� ��� *������ ��������! �����

T ' � �� � . M � � �
F � � � � F

� � � � �
� � \

H % )��� ���� ��� ��������! ����� ����� ��� ���� �� �� ��! � ���� %
R % W� ����� ��������� ���� ���� ���� "�����
Q % J�� ���� ��� ��������! ����� ����*� ��� ����� ��� �������� # �� �� ��� ������

���! ����� ������� ��� ���� # ����*��* ����������� % K����� ����� ��! � � ������� ��� ��� � ��� �� %� ��� �� ��+� �� �� ���� ��� �! �*� �� ��� ���� �� �� ������� ���������� ���� %
��� ��� "����� ��� ���!"�� �� "����� ��� ��������! �����

T ' � �� � . M � � RP�
F � � � � F

RP� � � � QP�
RP� � G



��� ���� �� �� �������� �$ � ������ �� RP� # ��� ���� ���������� �� ��� ��*�� �$ QP�
���  " �$ RP� % ��� � ! ��� *������ ��������! ����� �� ��� ���!

T ' � �� � . M � � �
F � � � � F

� � � � �
� � G

��� ���� �� �� �������� �$ � ������ �� � # ��� ���� ���������� �� ��� ��*�� �$ � ���  "
�$ � % )�! �����$# ��� �! �*� �� ��� ���� �� �� ������� +������� ���� %&��� �� ��� ��� �� �� ���$ ���� ���������� ��� +������� ����� # � � ��� �� *��
����� ������ (������� ��� ��������! �����

T ' � �� � . M � � RPQ
F � � � � HPQ

HPQ � � � F
HPQ � \

H % � ��� �� ��� �! �*� �� ��� ���� ��  ���� T �
R % � ��� �� ��� �! �*� �� ��� ���� ��  ���� T �
Q % � ��� �� ��� �! �*� �� ���  ��� �� ��� �  ���� T � � ���� �� ��� ������� ��

���  ��� �� ��� *��� % � ��� � "��� �� �� ��� �! �*� �� ���  ��� �� ���  ���� T % S� � �� �� ��� �� ���
������� %� ��� �� ��+� �� �� ���� ��� �! �*� �� ���  ��� �� ��� �� ��� ������ ��* "���

������*��! [
fractal template

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1��� �������� � ��������! ����� �� ��� ���!

T ' � �� � . M � � �
� � � � � �

� � � � �
� �

� �� ���� ��� �! �*� �� ���  ��� �� ��� �� ��� ������ ��* "��������*��! [



fractal template

0

0.5

1

1.5

2

0.5 1 1.5 2

) ""��� �� ���� ���� ����

T ' � F
F � . M � H

F � T ' � H
F � . M � R

H �
T ' � F

H � . M � F
H � T ' � H

H � . M � H
R �

(�� $� ����+�� ��� ��������! ����� T � 'W� ����� ����� # ��� $� ��� ��� ���� �
������ � G � G � G � G � G � �. 'J ��� [ $� ! �*�� ���� �� ��������� ���� "��������*��! �� ����
T ' � F

F � . ���� �� ��� ���*�� %.� ��� �� ��+� �� �� ���� ��� ��������! ����� ��
T ' � �� � . M � � H

H � � � � 	 H
H � � � H

F � \

H % W� $� ��� *�+�� � ��������! ����� �� ��� ���!

T ' � �� � . M � � �
� � � � � �

� � � � �
� �

��� $� ������� � ��� �! �*� �� ���  ��� �� ��� �� ���! � �� ��� �� �� ������
� G � G � G � G � G � � 'J ��� [ ����� � ��� ��� ������� %.

R % W� $� ��� *�+�� � "��������*��! '� ��� ��� ������� ��� ���� . ����� �� ��� �! �*�
�� �  ���� ��! � ��������! ����� T # ��� $� ��� �� ��*�����! �� �����! ���
T �

Q % W� $� ��� �  �� *�+�� ��� "��������*��! # � � ��� ������� ��� ��� ��� ���� # ���
$�  ��� ��$ �����! ��� T �� )�� �� ��+� �� �� ���� ��� �! �*� �� �  ���� � ��������! ����� �� ��� ���!

T ' � �� � . M � � �
� � � � � �

� � � � �
� �



�� � "��������*��! � ��� �������� �
� � � � � �

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � \
K ��� # �� $� ��� *�+�� � "��������*��! � ��� ������� X G� G D G� '������ �� �� �����
��� ��� ��� �����. ���� ��� ��������! ����� T ��

T ' � �� � . M � '� 	 X . � � '� 	 X . � X \
&�������! ������ �� ��� ���!

T ' � �� � . M � � �
� � � � � �

� � � � �
� �

��� ������ �� �� ��������! ������ % &��$ ��� ��� ��� *�������������� �� ��������! ��
����� �� ��� ���! T '� . M �� � � �� ��� ���� %

� �84	64A 62�=A4629 	9<5@ 4
 52 � 4=9

��� �� ���� ��� �� ! ��� ��������  ���* �� �� !�"� % � ���� �� ��� # �� ���� �
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